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1 はじめに
非線形シュレディンガー (NLS) 方程式

















NLS 方程式は Zakharov とShabat によって定式化がなされたが [1], ここではまずその要
点を挙げる。NLS 方程式の \mathrm{L} Ⅸ対は,ベクトル形式で書くと
 $\Psi$_{x}=S $\Psi,\ \Psi$_{t}=T $\Psi$
 S= \left(\begin{array}{ll}
-i $\xi$ & i$\psi$^{*}\\
i $\psi$ & i $\xi$
\end{array}\right) , T= \left(\begin{array}{lll}
2i$\xi$^{2}-i| $\psi$|^{2} & $\psi$_{x}^{*} & -2i $\xi \psi$^{*}\\





となる。式(2.1) の第1式は  $\psi$ をポテンシャルとする散乱問題と考えることができ,その
解であるJost関数を,漸近形
 $\phi$(x; $\xi$)\rightarrow \left(\begin{array}{l}
e^{-i $\xi$ x}\\
0




 $\chi$(x; $\xi$)\rightarrow \left(\begin{array}{l}
0\\
e^{i $\xi$ x}




を持つ解とする。関数の組 \{ $\phi$,  $\phi$ \{ $\chi$, \overline{ $\chi$}\} はそれぞれが基本解であり,互いに
 $\phi$=a( $\xi$)\overline{ $\chi$}+b( $\xi$) $\chi$, \overline{ $\phi$}=\overline{b}( $\xi$)\overline{ $\chi$}+\overline{a}( $\xi$) $\chi$ (2.3)
のように変換可能である。係数  a( $\xi$) , b( $\xi$) を,以下散乱係数と呼ぶ。これらはポテンシャル
 $\psi$ による散乱振幅を与える量である。また,方程式  $\Psi$_{x}=S $\Psi$ を,以下 Zakharov‐Shabat
(以下 ZS) 方程式と呼ぶことにする。Jost関数の1つ  $\phi$(x; $\xi$) は
 $\phi$(x; $\xi$)\rightarrow \left(\begin{array}{l}
a( $\xi$)e^{-i $\xi$ x}\\
b( $\xi$)e^{i $\xi$ x}
\end{array}\right) (x\rightarrow\infty) (2.4)
の漸近形を持つことに注意しておく。
ここで,係数 a( $\xi$) が,複素パラメーター  $\xi$ の上半平面で \mathrm{M} 個の零点  $\xi$=\{$\xi$_{l}\}_{l=1,\ldots,M} を
持つとする。これは,ZS散乱問題における固有値となる。逆散乱法の議論により,関数
F(x) を
F(x)=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$}\int_{\mathbb{R}}\frac{b( $\xi$)}{a( $\xi$)}e^{i( $\xi$ x-4 $\xi$ t)}d $\xi$-\sum_{l=1}^{M}\frac{b($\xi$_{l})}{a^{r}($\xi$_{l})}e^{i($\xi$_{l}x-}架$\iota$^{2}t) (2.5)
と定義すると,Gel’fand‐Levitan‐Marchenko (GLM) 方程式
K_{1}^{*}(x, y)-F(x+y)-\displaystyle \int_{x}^{\infty}K_{2}(x, z)F(z+y)dz=0 (2.6)K_{2}^{*}(x, y)+l^{\infty}K_{1}(x, z)F(z+y)dz=0
が得られる。GLM 方程式の解 K を用いると,
 $\psi$(x, t)=-2iK_{1}(x, x) (2.7)
となる。ソリ トン解は, a( $\xi$) の零点によって決まる個々のパルス波形を有する。
さて,NLS 方程式の解は,ZS 方程式の解を求め,散乱振幅を決めることによって求め
られるが,特にソリ トン解の個数やパルスの特性を決めるには,離散固有値を求めなけれ




 $\psi$(x, 0)=A sech x (2.8)




 $\phi$(x, 0)=\displaystyle \frac{2A$\phi$^{1/2}(1- $\phi$)^{1/2}e^{i $\theta$}}{ $\alpha$+ $\beta \phi$} (2.9)
e^{2x}=$\phi$^{- $\alpha$}(1- $\phi$)^{ $\alpha$+ $\beta$}, e^{ $\theta$}=(1- $\phi$)^{ $\lambda$- $\mu$}$\phi$^{- $\lambda$}
がある [3]。この初期波形は,座標のスケールを位置座標に応じて変化させ,ソリ トン解
を空間的に圧縮伸長したものである。この初期条件では相互に運動するソリ トンを生じ
るが,無反射条件 b( $\xi$)=0 は満たされず,純ソリ トン状態を生じない特徴がある。











 $\alpha$\leq x\leq $\beta$, L\equiv $\beta$- $\alpha$ (3.1)
を取る。この範囲を  N個の区間に分割し,点 x_{1} , . . . , x_{N+1} を
x_{1}\equiv $\alpha$, x_{N+1}\equiv $\beta$, x_{1}<x_{2}<\cdots<x_{N+1} (3.2)
と取って,各区間を




\text{巧} & (x\in I_{j})\\
0 & (x\not\in I_{j})
\end{array}\right. (j=1, \ldots, N) (3.4)
を導入し,初期波形を
 $\psi$(x, 0)=\displaystyle \sum_{j=1}^{N}$\psi$_{j}(x) (3.5)
と表現する。すなわち,  $\psi$(x, 0) を,区間 [ $\alpha$,  $\beta$] で階段状に表すことになる。各区間での ZS
方程式
$\Psi$_{x}=S_{j} $\Psi$, S_{j}\equiv \left(\begin{array}{ll}
-i $\xi$ & iV_{j}^{*}\\
iV_{j} & i $\xi$
\end{array}\right) (3.6)
は解くことができ,
 $\Psi$=T_{j}(x-x_{j}) $\Psi$(x_{j}) , T_{j}( $\lambda$)=\exp( $\lambda$ S_{j}) (3.7)
となる。行列 T( $\lambda$) の具体的表現は,容易に
T_{j}( $\lambda$)= (^{\cos $\lambda$-\frac{i $\xi$}{K}\sin $\lambda$ K}\displaystyle \frac{iV_{j}K}{K}\sin $\lambda$ K \displaystyle \cos $\lambda$+\frac{i $\xi$}{K}\sin $\lambda$ K\frac{iV_{j}^{*}}{KK}\sin $\lambda$ K) , K\equiv\sqrt{$\xi$^{2}+|V_{j}|^{2}} (3.8)
と導かれる。よって,Jost関数の近似表現
 $\Psi$(x_{N+1})=T $\Psi$(x_{1}) , T\equiv T_{N}(L_{N})T_{N-1}(L_{N-1})\cdots T_{1}(L_{1}) (L_{j}\equiv x_{j+1}-x_{j}) (3.9)
が得られる。初期パルスを十分カバーする L を選べば,  $\Psi$(-\infty,  $\xi$) =  $\Psi$(x\mathrm{i}) ,  $\Psi$(\infty; $\xi$) =
 $\Psi$(x_{N+1}) とみなせる。式(2.4) により,適切な漸近形を持つ Jost 関数の成分によって散乱
振幅が表現できるので,




a( $\xi$)e^{-i $\xi$ x_{N+1}}\\
b( $\xi$)e^{i $\xi$ x_{N+1}}
\end{array}\right) (3.10)
が成り立つ。したがって,散乱振幅は行列 Tの成分を使って,
a( $\xi$)=e^{i $\xi$ L}T_{11}, b( $\xi$)=e^{-i(x_{1}+x_{N+1}) $\xi$}T_{21} (3.11)
のように求めることができる。ソリ トン解を特徴づける固有値は a( $\xi$) の零点であるから,









図1: (a) 対称二重箱型ポテンシャルの下での散乱係数の零点分布。上側がパルス間隔 w
がパルス幅 L の0.1倍,下側が1.5倍の場合。(b) 非対称二重箱型ポテンシャルの下での
散乱係数の零点分布
筆者らは,上記の手法を利用して箱型ポテンシャルとその重ね合わせを初期条件と選
び,出現するソリ トンの個数やその特性を調べた [5] \bullet 特徴的な結果を与える例としては,
箱型ポテンシャルを離して配置した条件
 $\psi$(x, 0)=$\psi$_{\mathrm{S}\mathrm{B}}(x) , $\psi$_{\mathrm{S}\mathrm{B}}(x)= \left\{\begin{array}{ll}
V_{0} & (0\leq x\leq L, L+w\leq x\leq 2L+w)\\
0 & \text{（上記以外）}
\end{array}\right.
 $\psi$(x, 0)=$\psi$_{\mathrm{A}\mathrm{B}}(x) , $\psi$_{\mathrm{A}\mathrm{B}}(x)= \left\{\begin{array}{ll}
V_{0} (0\leq x\leq L) & (3.12)\\
sV_{0} (L+w\leq x\leq 2L+w) & \\
0 \text{（上記以外）} & 
\end{array}\right.
がある。前者は同形のポテンシャルを二重化したものである。図1(a) は,このポテンシャ
ルの下での a( $\xi$) の零点分布を  $\xi$ を純虚数  i $\eta$ として表したもので,初期波形の振幅  V_{0} を横
軸,スペクト Jレパラメーター  $\eta$ を縦軸としている。ただし,  A=V_{0}L, u= $\eta$ L のように L
でスケールしたものである。2つのグラフは,パルス間隔 w とパルス幅 Lの関係を2通り












まず,ZS 固有値問題の解  $\psi$(x; $\xi$) と,平面波ベクトル関数 $\psi$_{0}(x; $\xi$) を
 $\psi$(x; $\xi$)= \left(\begin{array}{l}
$\psi$_{1}\\
$\psi$_{2}




のように導入する。漸近的に  $\psi$\rightarrow$\psi$_{0} となるから,
 $\psi$(x; $\xi$)=$\psi$_{0}(x; $\xi$)+\displaystyle \int_{-\infty}^{\infty}G(x-x')U(x') $\psi$(x'; $\xi$)d $\xi$ (4.2)
となるとしよう。ただし  G, U はそれぞれ行列グリーン関数, U は散乱ポテンシャル行
列で,
G(x-x^{r})= \left(\begin{array}{ll}
e^{-i $\xi$(x-x') $\theta$(X-X')} & 0\\








i $\psi$(x,0) & 0
\end{array}\right)
と定義される。式(4.2) をZS 方程式に逐次代入し,適切に境界条件を設定すると,近似
解を求めることができる。散乱振幅 a( $\xi$) の計算に必要な $\psi$_{1} は
$\psi$_{1}e^{i $\xi$ x}=1+\displaystyle \int_{-\infty}^{\infty}dx^{r}dx^{;r} $\theta$(x-x')e^{2}鷲x'i$\psi$^{*}(), 0) (4.4)
となり,Jost 関数  $\phi$ の成分  $\phi$_{1} はこの $\psi$_{1}(x; $\xi$) に一致する。したがって,散乱係数 a( $\xi$) は
a( $\xi$)e^{-i $\xi$ x}=\displaystyle \lim_{x\rightarrow\infty}$\phi$_{1}(x; $\xi$)=\lim_{x\rightarrow\infty}$\psi$_{1}(x; $\xi$) (4.5)
となる。ここで, $\psi$_{1} は多重積分からなる級数の形をしているが,散乱問題の形を考える
と, a( $\xi$) に寄与するのは偶数次の項のみとなる。同様にして, b( $\xi$) も級数表現できるが,
こちらは反射係数を与えるので奇数次の項のみ拾えばよい。いま,
A(x; $\xi$)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}}dx'\int_{\mathbb{R}}dx^{;r} $\theta$(x-x')v(x^{r}) $\theta$(x'-x'')v^{*}(x'')+(even)
v(x)=ie^{2i $\xi$ x}$\psi$^{*}(x, 0) (4.6)
v^{*}(x)=ie^{-2i $\xi$ x} $\psi$(x, 0)
180
と定義すれば,




そこで,初期波形の区間分割手法にヒントを得て , 関数 A(x; $\xi$) を変形してみよう。す
なわち, A は初期波形  $\psi$(x, 0) を含むので,初期ポテンシャル  $\psi$ を適当な範囲で考え,  N
区間に分割する。このとき,
 A(Xj; $\xi$)=\displaystyle \sum_{k_{)}l=1}^{N} $\theta$(Xj-x_{k})v(x_{k}) $\theta$(x_{k}-x_{l})v^{*}(x_{l})(\triangle x)^{2}\cdots (4.8)
となる。ただし,
\triangle x=\underline{L} v(x_{n})=ie^{2 $\kappa$ x_{n}}V_{n}^{*}, v^{*}(x_{n})=ie^{-2i $\xi$ x_{n}}V_{n}^{*} (4.9)N ’
と定義する。ここで,行列ポテンシャル
V=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(ie^{2i $\xi$ x_{1}}V_{1}^{*}, \ldots, ie^{2i $\xi$ x}NV_{N}^{*}) (4.10a)
V^{*}= diag( ie^{-2i $\xi$ x_{1}}Vl, . .. , ie^{-2i $\xi$ x_{N}}V_{N} )
と,下三角行列
P=\displaystyle \frac{L}{N} (_{:}^{1}111 0111: 0011: .\cdot.\cdot. 0:100) (4.10b)
を導入すれば,式(4.8) の関数としてNeumann型級数の表現
 A(Xj; $\xi$)=\displaystyle \sum_{i=1}^{N}(PVPV^{*})_{j,l}+\cdots (4.11)
が得られる。右辺の級数部分は容易に足し上げることができ,
すなわち,
 A(x_{j}; $\xi$)=\displaystyle \sum_{l=1}^{N}\frac{1}{1-PVPV}j,l (4.12)
1/(1-PVPV^{*}) となる。
となることがわかる。係数 a( $\xi$) は A の  x\rightarrow\infty における極限であるから,  A(x_{N)} $\xi$) によっ
て表されるため, 1+A(x; $\xi$) の最下行の総和で求めることができる。ベクトル表現すれば,
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にするため,Gauss 型初期波形と sech 型初期波形の比較をしてみよう。初期条件として,
$\psi$_{\mathrm{S}}(x)=2 sech x (5.1)$\psi$_{\mathrm{G}}(x)=2e^{- $\pi$ x^{2}/2}
の2つを考える。これらの波形は図2(a) に示す通りで, $\psi$_{\mathrm{G}} が全面積が小さくなっている。
 $\psi$(x, 0)=$\psi$_{\mathrm{S}}(x) の場合は [2] で解析されている条件 (2.8) で A=2 としたものである。式
(2.8) の下で現れる固有値の個数は既に知られているように [A+1/2] であり,式(5.1) では
固有値は2つである。また, A が自然数の場合は初期波形は無反射条件をみたしている。
第4節の手法により,スペクトルパラメーターそれぞれの初期波形に対して  $\xi$ が実数の場
合に散乱振幅  a( $\xi$) を図示したグラフが図2(b) である。 $\psi$_{(}x, 0) =$\psi$_{\mathrm{S}} の場合は無反射ポテ







図3: (a) 初期条件 (5.2a) の波形。(b) 初期条件 (5.2b) の波形。
の定数部分の値は1よりも少し小さいが,これはサンプル間隔が疎であることとパルスの
裾の部分がカットオフされていることによる。  $\psi$(x, 0)=$\psi$_{\mathrm{G}}(x) の場合も同様で,  $\xi$=0付






\mathrm{I} .  $\psi$(x, 0)=1.5\{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x-1)]+\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x+1 (5.2a)
II.  $\psi$(x, 0)=1.5\{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x-1)]-\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x+1 (5.2b)
III.  $\psi$(x, 0)=1.5\{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x-1)]+i\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[4(x+1 (5.2c)
を考える。これらの波形のうち,IとII については図3に概形を示した。まず,最初の条
件(5.2a) は,同じ波形をそのままずらして重ねあわせている。この条件下では, a( $\xi$) は虚
軸上に単一の零点  $\xi$=0.31i を持ち , 終状態ではソリ トンが1つだけ現れる。この初期波
形を実際に数値計算した結果の時間経過が図4(a) である。漸近的に1つのソリ トンが現
れており,さざ波がソリ トンの両側に発射されていることがわかる。次の条件 (5.2b) は
同じ波形を反転して重ねあわせた。係数 a( $\xi$) は虚軸に関して対称な  $\xi$=\pm 0.62+0.17i に
零点を持つ。固有値の実部はソリ トンの速度を規定するので,反対方向に2つのソリ トン
が発射されることがわかる。また,固有値の分布状況から,虚部は共通であるので,発射
されるソリ トンの形状は同じである。実際のシミュレーションは図 4(\mathrm{b}) に示した。これ
は, a( $\xi$) の固有値の分布から予想される通りの結果となっている。最後の条件は複素数



















図4: 初期条件 (5.2) の時間発展。いずれも | $\psi$|^{2} を図示した。(a) 初期条件 (5.2a)
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